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RESUMO 

Luebbe e Finch (1992) em estudo comparativo entre a Teoria das Restrições 
(TOC) e Programação Linear (PL) concluíram que o nível de detalhe fornecido 
na análise do valor da margem de contribuição do fator limitante por unidade é 
mais detalhado e fornece uma análise mais sofisticada do que os preços sombra 
da PL em análise das mudanças em tempo de processos e produtos. Balakrishnan 
e Cheng (2000) propuseram modificações no exemplo comparativo entre a TOC 
e PL, objeto de estudo anterior de Luebbe e Finch, concluindo que a PL é 
preferível para a análise do valor da margem de contribuição do fator limitante 
por unidade ajudando a aumentar o ganho no processo de melhoria da TOC e 
que a análise do relatório de sensibilidade da PL, mostra através do preço sombra 
que haverá um ganho por cada recurso adicional, critério para o qual se deve 
atentar haja vista que uma das premissas da TOC é maximizar ganho. Neste 
artigo propomos nova modificação, agora no exemplo de Balakrishnan e Cheng 
(2000) condicionando a solução ótima à PLI (Programação Linear Inteira) para 
verificar se as conclusões dos autores se confirmam, haja vista que inúmeras 
situações de comercialização não admitem números fracionados. Verificou-se 
que os resultados da solução ótima, obtidos através da PLI são inferiores aos da 
PL e que a análise de possível aquisição de recursos adicionais como forma de 
maximização do ganho é inviabilizada uma vez que na PLI o relatório de limites 
e sensibilidade não são significativos. 

 
 
 
 
 
 
 
 

  



  

ABSTRACT 

Luebbe and Finch (1992) in a comparative study among the Theory of the 
Constraints (TOC) and Linear Programming (LP) concluded that the detail level 
supplied in the analysis of the contribution margin for the limitant factor value 
by unit supplies a more sophisticated analysis than the shadow prices of LP in 
processes and products time changes analysis. Balakrishnan and Cheng (2000) 
have proposed modifications in the comparative example among TOC and LP, 
previously studied by Luebbe and Finch, concluding that LP is preferable for the 
contribution margin value analysis of the limitant factor by unit helping to 
increase the earnings in the process of TOC improvement and that the analysis of 
LP sensibility report shows through the shadow price, that there will be earnings 
for each additional resource, criterion for which we should attempt to once the 
premises of TOC is to maximize earnings. In this article we propose a new 
modification, now in the example of Balakrishnan and Cheng (2000) 
conditioning the optimal solution to ILP (Integer Linear Programming). This 
modification is considered in order to verify if the authors conclusions is 
confirmed even for commercialization situations that don't admit fractional 
numbers. It was verified that the results of the optimal solution, obtained through 
ILP are inferior to the of LP and that the analysis of possible additional resources 
acquisition as form of maximization of the earnings is made unfeasible once in 
ILP the report of limits and sensibility are not significant.   

 
 
 
PALAVRAS-CHAVE: Teoria das Restrições, Programação Linear, 
Programação Linear Inteira. 

  



  

 
1. INTRODUÇÃO 

Luebbe e Finch (1992) fizeram estudo comparativo entre a Teoria das Restrições 
(TOC) e Programação Linear (PL), no qual consideraram a TOC uma filosofia 
que pode usar muitas técnicas e a PL uma técnica de otimização específica. O 
objetivo do estudo foi comparar o uso do valor da margem de contribuição do 
fator limitante por unidade na análise da TOC e PL usando a melhoria das cinco 
etapas do processo da TOC. Os autores mostraram que são obtidos resultados 
idênticos para o valor da margem de contribuição do fator limitante, utilizando-
se ambas as metodologias, concluindo que o nível de detalhe fornecido na 
análise do valor da margem de contribuição do fator limitante por unidade é mais 
detalhado e fornece uma análise mais sofisticada do que os preços sombra da PL 
em análise das mudanças em tempos de processos e produtos. 

Balakrishnan e Cheng (2000) propuseram uma modificação do exemplo 
comparativo entre TOC e PL, desenvolvido por Luebbe e Finch (1992), com o 
objetivo de demonstrar que as conclusões anteriores não são generalizadas. Os 
autores demonstraram que o uso do valor da margem de contribuição do fator 
limitante por unidade pode resultar em valores sub-ótimos quando os cenários 
fossem ligeiramente modificados, concluindo que o uso da PL é preferível à 
análise do valor da margem de contribuição por unidade no caso de situações de 
múltiplas restrições. Os autores enfatizam também a importância dos preços 
sombra da PL na avaliação de recursos adicionais ao evidenciar o ganho 
proporcionado por cada unidade adicional de recurso adquirido. 

Neste artigo pretendemos replicar o trabalho desenvolvido por Balakrishnan e 
Cheng (2000) condicionando a solução ótima à PLI (Programação Linear Inteira) 
para verificar se as conclusões dos autores se confirmam. 

 

2. DESENVOLVIMENTO 

Em artigo datado de 1992 Luebbe e Finch fazem um estudo sobre a Teoria das 
Restrições e a Programação Linear, visando comparar o uso do valor da margem 
de contribuição do fator limitante por unidade na análise da TOC e PL usando a 
melhoria das cinco etapas do processo da TOC, concluindo que o nível de 
detalhe fornecido na análise do valor da margem de contribuição do fator 
limitante por unidade é mais detalhado e sofisticado que os preços sombra da PL 
em análise das mudanças em tempo de processos e produtos. Consoante os 
autores supracitados a análise da TOC evidencia o valor do minuto de restrição 
(fator limitante) para todos os produtos enquanto a PL, através do preço sombra, 
evidencia o valor do minuto apenas para a restrição. 
Neste estudo, Luebbe e Finch (1992), reproduzem um exemplo de Goldratt 
(1990b) p. 67. Dentro das etapas 1 a 3 da análise da TOC, os autores consideram 
um mercado para dois produtos, P e Q, cuja demanda semanal é de 100 e 50 
unidades, respectivamente. O preço de venda é de $90 e $100 dólares e o custo 
de matéria-prima é $ 45 e $ 40 dólares, para P e Q. Há quatro centros de custo 
nesta operação: A, B, C e D, sendo que cada um tem máquinas que podem 
operar por 2.400 minutos por semana.  

  



  

Na Tabela 1, dados os minutos utilizados no processamento dos produtos em 
cada centro de custo, visualiza-se que a restrição do sistema é o Recurso B e que, 
portanto, não é possível fabricar produtos para toda a demanda. 

Tabela 1. Cálculo da carga do centro de custo por semana (baseado em uma 
demanda semanal de 100 P e 50 Q). 

MINUTOS / 
SEMANA   

RECURSO P Q 

CARGA 
PROCESSADA

SEMANA 

TEMPO 
DISPONÍVEL 

SEMANA 

CARGA 
 % 

SEMANA 
A 1500 500 2000 2400 83% 
B 1500 1500 3000 2400 125% 
C 1000 750 1750 2400 73% 
D 1000 250 1250 2400 52% 

Fonte: Adaptado de Luebbe e Finch, 1992. 

Assim, é calculada a margem de contribuição por produto e poder-se-ia dizer que 
a restrição é a produção de P que possui margem de contribuição menor, mas ao 
calcular o valor por minuto de restrição verifica-se que o produto P é aquele que 
terá sua produção priorizada por resultar em maior valor de margem de 
contribuição por minuto, que é o fator limitante, conforme demonstrado na 
Tabela 2.  

Tabela 2. Cálculo do valor da contribuição por minuto de restrição. 

Produto   P Q 
Preço de venda ($) 90,00 100,00 
Custo matéria-prima ($) 45,00 40,00 
Margem de contribuição ($) 45,00 60,00 
Tempo Restrição (Recurso B/produto) em minutos 15 30 
Valor da contribuição por minuto (restrição) 3,00 2,00 

Fonte: Adaptado de Luebbe e Finch, 1992. 

Os autores, citando que a meta é maximizar lucros e usando a PL, formulam a 
função objetivo com base nos dados da Tabela 2, conforme reproduzido: 

Função objetivo: maximizar MCT = 45 P + 60 Q  
Restrições: 15P + 10Q + S1 = 2400 para Recurso A 
                   15P + 30Q + S2 = 2400 para Recurso B 
                   15P +   5Q + S3 = 2400 para Recurso C     
                   10P +   5Q + S4 = 2400 para Recurso D 
                                  P + S5 =   100 mercado para P 
                                  Q + S6 =    50 mercado para Q          
Onde todas as variáveis são positivas.   

As Tabelas 3 e 4 reproduzem a solução obtida para o problema e mostram que a 
margem de contribuição total é idêntica nas situações em que se usa o cálculo 
reconhecendo a restrição do sistema assim como através da solução ótima da PL. 

Tabela 3. Resolução do exemplo pela planilha eletrônica do Microsoft Excel. 

 P Q TOTAL 

  



  

Mercado Potencial 100 50  
Demanda de Mercado Atendida 100 30  
Margem de Contribuição ($) 45,00 60,00  
Minutos B/produto 15 30  
Minutos usados B 1500 900  
Receita de Vendas ($) 9.000,00 3.000,00  
Custo matéria-prima ($) 4.500,00 1.200,00  
Margem de Contribuição Total ($) 4.500,00 1.800,00 6.300,00 

Fonte: Os autores.

Tabela 4. Resolução do exemplo pela Programação Linear utilizando o 
recurso Solver do Microsoft Excel. 

 P Q TOTAL  
Quantidade a produzir 100 30   
Margem de contribuição 3,00 2,00 6.300,00  
  
 
Restrições P Q 

Minutos 
Utilizados 

Minutos 
Disponíveis Sobras 

Recurso A 15 10 1800 2400 600 
Recurso B 15 30 2400 2400 0 
Recurso C 15 5 1650 2400 750 
Recurso D 10 5 1150 2400 1250 
Mercado p/ P 100  100 100 0 
Mercado p/ Q  50 30 50 20 

Fonte: Os autores.  

Na etapa 4, os autores consideram dois novos cenários para este problema. No 
Cenário 1 é considerado um mercado de exportação adicional onde o preço de 
venda é reduzido em 10% para o mercado externo. As demandas de exportação 
são 50 e 25 unidades para P e Q respectivamente, chamados de Px e Qx, e o 
tempo de produção utilizado por cada produto nos centros de custo A, B, C e D, 
permanece o mesmo.  De acordo com a TOC, e observada a restrição, a margem 
de contribuição por fator limitante neste cenário é de $ 45 para P, $ 60 para Q, $ 
36 para Px e $ 50 para Qx, resultando respectivamente nos seguintes valores de 
margem de contribuição por minuto/restrição: $ 3, $ 2, $ 2,40 e $ 1,67. 

Uma vez que os produtos Px e Qx são idênticos a P e Q, o tempo de 
processamento para o original e os produtos de exportação permanece o mesmo e 
a carga de tempo a ser utilizada para cada recurso, caso toda a demanda de 
mercado seja atendida está demonstrada na Tabela 5.  

Tabela 5. Cálculo da carga do centro de custo por semana do Cenário 1 
(baseado em uma demanda semanal de 100 P, 50 Q, 50 Px e 25 Qx) 

  



  

Fonte: Adaptado de Luebbe e Finch, 1992. 

Neste cenário a função objetivo tem a seguinte formulação: 

Função objetivo: maximizar MCT = 45 P + 60 Q + 36 Px + 50 Qx  
Restrições: 15P + 10Q + 15Px + 10Qx ≤ 2400 para Recurso A 
                   15P + 30Q + 15Px + 30Qx ≤ 2400 para Recurso B 
                   15P +   5Q + 15Px +   5Qx ≤ 2400 para Recurso C 
                   10P +   5Q + 10Px +   5Qx ≤ 2400 para Recurso D 
                                  P ≤ 100 mercado para P 
                                  Q ≤   50 mercado para Q       
                                  Px ≤   50 mercado para Px 
                                 Qx ≤   25 mercado para Qx
Onde todas as variáveis são positivas.   

As Tabelas 6 e 7 reproduzem a margem de contribuição total, conforme a TOC e 
a PL.  

Tabela 6. Resolução do exemplo pela planilha eletrônica do Microsoft Excel. 

 P Q Px Qx TOTAL 
Mercado Potencial 100 50 50 25  

 Demanda de Mercado Atendida 100 5 50 0  
Margem de Contribuição ($) 45,00 60,00 36,00 50,00  
Minutos B/produto 15 30 15 30  
Minutos usados B 1500 150 750 0 2400 
Receita de Vendas ($) 9.000,00 500,00 4.050,00 0,00  
Custo matéria-prima ($) 4.500,00 200,00 2.250,00 0,00  
Margem Contribuição Total ($) 4.500,00 300,00 1.800,00 0,00 6.600,00 

Fonte: Adaptado de Luebbe e Finch, 1992. 

 

Tabela 7. Resolução do exemplo pela Programação Linear utilizando o 
recurso Solver do Microsoft Excel. 

 P Q Px Qx TOTAL  
Quantidade a produzir 100 5 50 0   
Margem de contribuição 3,00 2,00 2,40 1,67 6.600,00  

  
 

Restrições     
Minutos 

Utilizados
Minutos 

Disponíveis Sobras 
Recurso A 15 10 15 10 2300 2400 100 

MINUTOS / SEMANA  
       

RECURSO P Q Px 
    
Qx 

CARGA 
PROCESSADA

SEMANA 

TEMPO 
DISPONÍVEL 

SEMANA 

CARGA 
% 

SEMANA 
A 1500 500 750 250 3000      2400 125,0% 
B 1500 1500 750 750  4500 2400    187,5% 
C 1000 750 500 375  2625 2400 109,4% 
D 1000 250 500 125  1875 2400 78,1% 

  



  

Recurso B 15 30 15 30 2400 2400 0 
Recurso C 15 5 15 5 2275 2400 125 
Recurso D 10 5 10 5 1525 2400 875 
Mercado p/ P 100    100 100 0 
Mercado p/ Q  50   5 50 45 
Mercado p/ Px   50  50 50 0 
Mercado p/ Qx    25 0 25 25 
Fonte: Os autores.  

No Cenário 2 o tempo requerido por unidade de recurso B é alterado de 15 para 
5 minutos, permanecendo inalterados os demais dados do problema. Nesta nova 
formulação a restrição de tempo se desloca do recurso B para o recurso A, 
conforme visto na Tabela 8. A margem de contribuição por produto permanece a 
mesma, contudo o valor da margem de contribuição por minuto/restrição agora é 
modificada em decorrência da alteração no tempo de processamento, sendo: $ 3 
para P, $ 6 para Q, $ 2,40 para Px e $ 5 para Qx. 

Tabela 8. Cálculo da carga do centro de custo por semana do Cenário 2 
(baseado em uma demanda semanal de 100 P, 50 Q, 50 Px e 25 Qxs). 

Fonte: Adaptado de Luebbe e Finch, 1992. 

Novamente a margem de contribuição total é igual nas formulações usando a 
TOC e a PL, resultando em $ 9.110, conforme Tabelas 9 e 10. 

 

Tabela 9. Resolução do exemplo pela planilha eletrônica do Microsoft Excel. 

MINUTOS / 
SEMANA 

RECURSO P 

C
PRO

AR
CE  

GA 
SSADA

Fonte: Adaptado de Luebbe e Finch, 1992. 

Tabela 10. Resolução do exemplo pela Programação Linear utilizando o 
recurso Solver do Microsoft Excel. 

   P Q Px Qx TOTAL 
Quantidade a produzir  100 50 10 25   
Margem de contribuição 3,00 6,00 2,40 5,00 9.110,00 
  
 
Restrições   P  Q Px  Qx 

Minutos 
Utilizados

Minutos 
Disponíveis Sobras  

Recurso A  15 10 15 10 2400 2400 0 

Q Px Qx SEMANA 

TEM
DISPO

P
NÍ

O 
VEL 

SE

CARGA 
% 

MANA SEMANA 
A 1500 500 750 250 3000 2400 125,0% 
B 500 500 250 250 1500 2400 62,5  %
C 1000 750 500 375 2625 2400 109,4% 
D 1000 250 500 125 1875 2400 78,1% 

 P Q Px Qx TOTAL 
Mercado Potencial 100 50 50 25  
Demanda de Mercado Atendida 100 50 10 25  
Margem de Contribuição ($) 45,00 60,00 36,00 50,00  
Minutos B/produto 15 10 15 10  
Minutos usados B 1500 500 150 250 2400 
Receita de Vendas ($) 9.000,00 5.000,00 810,00 2.250,00  
Custo matéria-prima ($) 4.500,00 2.000,00 450,00 1.000,00  
MC Total ($) 4.500,00 3.000,00 360,00 1.250,00 9.110,00 

  



  

Recurso B 5 10 5 10 1300 2400 1100 
Recurso C 15 5 15 5 2025 2400 375 
Recurso D 10 5 10 5 1475 2400 925 

Mercado p/ P 100    100 100 0 
Mercado p/ Q  50   50 50 0 
Mercado p/ Px   50  10 50 40 
Mercado p/ Qx       25 25 25 0 

  
  

MINUTOS / SEMANA

RECURSO P Q Px Qx 

CARGA 
PROCESSADA

SEMANA 

TEMPO 
DISPONÍVEL 

SEMANA 

CARGA 
% 

SEMANA 
A 1600 550 800 275 3225 2400 134,4% 
B 1500 1500 750 750 4500 2400 187,5% 
C 1000 750 500 375 2625 2400 109,4% 
D 1000 250 500 125 1875 2400 78,1% 

Fonte: Os autores. 

Balakrishnan e Cheng (2000) propõem modificações no exemplo de Luebbe e 
Finch, a partir da quarta etapa da TOC. Na primeira modificação, os autores, 
mantendo inalterados os demais dados, alteram o tempo de processamento do 
Recurso A, que passa a requerer 16 minutos para P e Px e 11 minutos para Q e 
Qx, evidenciando que não haverá efeito na análise do valor da margem de 
contribuição por minuto/restrição, pois embora o recurso A tenha utilização de 
134,4%, o recurso B com 187,5% permanece como restrição do sistema, 
conforme mostra a Tabela 11. 

 

 

 

 

Tabela 11. Cálculo da carga do centro de custo por semana de acordo com a 
1ª modificação proposta por Balakrishnan e Cheng (baseado em uma 
demanda semanal de 100 P, 50 Q, 50 Px e 25 Qx). 

Fonte: Os autores. 

A solução proposta pela TOC é de P = 100, Q = 0, Px = 50 e Qx = 0, com lucro 
de $ 6.300, conforme demonstrado pela Tabela 3, enquanto a solução proposta 
pela PL é de P = 100, Q = 7.6, Px = 44.8 e Qx = 0, com lucro de $ 6.569, (valor 
arredondado), visualizada na Tabela 12. 

Tabela 12. Resolução do exemplo de acordo com a 1ª modificação proposta 
por Balakrishnan e Cheng através da Programação Linear utilizando o 
recurso Solver do Microsoft Excel. 

  P Q Px Qx TOTAL 
Quantidade a produzir  100 7,6 44,8 0   
Margem de contribuição 3,00 2,00 2,40 1,67 6.568,57 
  

  



  

 
Restrições P Q Px Qx 

Minutos 
Utilizados

Minutos 
Disponíveis Sobras  

Recurso A  16 11 16 11 2400 2400 0 
Recurso B 15 30 15 30 2400 2400 0 
Recurso C 15 5 15 5 2210 2400 190 
Recurso D 10 5 10 5 1486 2400 914 
Mercado p/ P 100    100 100 0 
Mercado p/ Q  50   7,6 50 42,4 
Mercado p/ Px   50  44,8 50 5,2 
Mercado p/ Qx       25 0 25 25 

Fonte: Os autores. 

Os autores comentam que a restrição ocorreu no recurso B, mas o impacto que 
impediu maior produção foi o recurso A, chamado de restrição não-sistema, o 
qual é totalmente utilizado primeiro, se atendida a solução proposta através da 
TOC, e que supondo que unidades adicionais de B estivessem disponíveis a 
qualquer custo, não haveria nenhum valor em adquirir unidades adicionais desse 
recurso porque o mesmo não seria utilizado completamente no momento, devido 
a restrição não-sistema. 

Na segunda modificação proposta ao exemplo de Luebbe e Finch (1992), o 
tempo de processamento do recurso B é mudado tal que P e Px requerem agora 
9,5 minutos e Q e Qx requerem 19 minutos. Novamente a restrição permanece no 
recurso A e a solução anterior (dada por Luebbe e Finch) é impraticável para 
novos tempos de produção porque o recurso B terá utilização de 103%, sendo 
que a produção de Px (item com menor margem de contribuição seria reduzida) e 
um novo mix seria proposto. A solução proposta pela TOC resultaria na 
produção de P = 100, Q = 50, Px = 2,3 e Qx = 25, com lucro de $ 8.845, (valor 
arredondado), a qual pode ser vista na Tabela 13, enquanto que a solução 
proposta pela PL resultaria em P = 100, Q = 50, Px = 13,7 e Qx = 19,5, com lucro 
de $ 8.966 (valor arredondado), vista na Tabela 14.  

Tabela 13. Resolução do exemplo de acordo com a 2ª modificação proposta 
por Balakrishnan e Cheng através da planilha eletrônica do Microsoft Excel. 

   P Q Px Qx  TOTAL
Mercado Potencial  10   0 50 50 25
Demanda Mercado Atendida 

4 60 36 50

1. 5 39 2 2.289 

) 9. 5. 21 2.  
 4 2 1 1

4.500,0 3 1 844,68 

100 50 2,3 25  
Margem de Contribuição ($) 5,00 ,00 ,00 ,00  
Minutos A/produto 15 10 15 10  
Minutos B/produto 9,5 19 9,5 19  
Minutos usados A 500 00 ,45 50
Minutos usados B 950 950 25 475 2.400 
Receita de Vendas ($ 00

.500,00
0

0,00 00
.000,00

0,00 3,
18,35

03 25
.000,00

0,00
Custo matéria-prima ($)
MC Total ($) 

 
8..000,00 94,68 .250,00

Fonte: Os autores. 

  



  

Tabela 14. Resolução do exemplo de acordo co  a 2ª modificaç propos
 e Cheng através da Programação Linear utilizando o 

m ão ta 
por Balakrishnan
recurso Solver do Microsoft Excel. 

   P Q Px Qx TOTAL 
Quantidade a produzir  100 50 13,7 19,5   
Margem de contribuição 3,0 6, 2, 5 32 0 00 40 ,00 8.966,
  
 
Restrições  P Q  

M s 
Ut os

nutos 
oníveis  Px Qx 

inuto
ilizad

Mi
ispD  Sobras 

Recurso A  15 10 15 10 00 0 2400 24
Recurso B 9,5 

91
P 1    
Q  5   

36
25 1 5,

19 9,5 19 2400 2400 0 
34Recurso C 15 5 15 5 2053 2400 7 

Recurso D 10 5 10 5 1484 2400 6 
Mercado p/ 00 100 100 0 
Mercado p/ 0 50 50 0 
Mercado p/ Px   

  
50  13,7 50 ,3 

Mercado p/ Qx     9,5 25 5 
Fonte: Os autores. 

m e, c for  a re ção ut do os critério  T
ão do recurso A (2.289 minutos) causando um lucro sub-

Os autores analisa qu on me solu ilizan s da OC 
haveria subutilizaç
ótimo de $ 8.845, (valor arredondado) e que com base na análise do valor da 
margem de contribuição por restrição não há nenhum valor em adquirir unidades 
adicionais do recurso A. O resultado obtido conforme a solução ótima da PL, de 
$ 8.966,32 em relação a $ 8.844,68, deve-se ao fato de que na resolução da 
formulação proposta, o recurso Solver, buscou a combinação ótima de todos os 
recursos disponíveis, fornecendo um novo mix, que aumentasse a margem de 
contribuição total.  

Nos dois artigos, os autores chamam a atenção para o preço sombra, sendo que 
Balakrishnan e Cheng (2000) citam que: 

uma desvantagem da não obtenção da solução ótima 
é que o valor de diferentes recursos pode ser 
avaliado incorretamente. Em ambos os cenários 1 e 
2, a análise valor da margem de contribuição/fator 
limitante por unidade assumiria que quantidades 
adicionais de alguns dos recursos seriam de nenhum 
valor, onde na realidade eles têm valor. Os preços 
sombra da PL podem determinar o valor relativo de 
recursos adicionais corretamente. Este aspecto é 
muito importante quando o foco da TOC é aumento 
do ganho. Desde que a adição de recursos possa 
aumentar o ganho é importante ter uma ferramenta 

  



  

tal como a PL que ajuda a conseguir aumentar o 
ganho correta e eficientemente.*

De acordo com Corrar e Theóphilo (2004) o preço sombra “possui importante 
conteúdo informacional, à medida que permite a comparação dos ganhos que 
advêm da ampliação da capacidade restritiva da empresa com os eventuais custos 
envolvidos”. O preço sombra indica quanto se deixa de ganhar por não se dispor 
de mais uma unidade de determinada variável restritiva, sendo válido também o 
raciocínio inverso: o preço sombra indica qual a perda provocada pela 
diminuição de uma unidade em uma restrição específica. 

A informação relativa ao preço sombra consta de um dos relatórios emitidos pelo 
recurso Solver, ferramenta do software Microsoft Excel® que, para solução de 
problemas lineares, utiliza o método simplex com limites sobre as variáveis e o 
método de desvio e limite. Tal recurso, após solucionar os problemas de 
programação linear emite os relatórios de resposta, limite e sensibilidade.  

O relatório de sensibilidade, que traz a informação sobre o preço sombra, 
consoante Corrar e Theóphilo (2004) “amplia a solução estática da programação 
linear uma vez que a análise de sensibilidade permite incorporar à resposta 
considerações sobre eventuais alterações nas condições do problema, dentro de 
intervalos definidos”. 

Conforme Oliveira (1998) o relatório de sensibilidade “faz análise de 
sensibilidade da solução ótima, isto é, analisa como podem variar as constantes 
do problema, nomeadamente os coeficientes da função objetivo e os lados 
direitos das restrições, sem que a solução ótima sofra alterações substanciais”.  
Ainda de acordo com os autores por se basear na teoria do método simplex, pelo 
que se as variáveis forem inteiras (o problema não pode ser resolvido 
diretamente pelo método simplex), o relatório de sensibilidade não tem qualquer 
significado, não estando, portanto disponível. 

Nos problemas de Programação Linear, as variáveis de decisão podem assumir 
valores fracionados e, na análise, se atendidas as modificações propostas por 
Balakrishnan e Cheng (2000) para o exemplo de Luebbe e Finch (1992), os 
resultados apresentados como solução ótima para os problemas especificados, 
trarão números fracionados para a produção de alguns dos produtos demandados 
pelo mercado. Os autores em nenhum momento referem-se à forma como tais 
produtos são comercializados – se em quantidades fracionadas ou inteiras.  

Santos e Victória (2000) citam que 

as soluções ótimas dos modelos de programação 
linear poderão apresentar valores fracionários para 
qualquer uma de suas variáveis [...] o 
arredondamento de valores fracionários para valores 
inteiros mais próximos pode conduzir a erros 
bastante grosseiros.   

Moura e Nascimento (2006) comentam que (a) o arredondamento de uma 
solução ótima do relaxamento linear de um problema de PLI pode 

                                                 
* Tradução livre. 

  



  

(freqüentemente) não pertencer à região admissível do problema de PLI; (b) 
mesmo quando o arredondamento de uma solução ótima do relaxamento linear 
está na região admissível não existe garantia de que ela seja ótima para o 
problema de PLI; e (c) o arredondamento pode ser adequado em problemas de 
grande dimensão em que os valores das variáveis são grandes e o 
arredondamento produz erros pequenos. 

Assim, quando as variáveis do modelo de programação linear só puderem tomar 
valores inteiros, estas condições devem ser impostas à formulação do problema, 
sendo especificadas como restrições, resultando-se, portanto, em um modelo de 
programação linear inteira.  

Consoante Ehrlich (1991, p. 160) “há muitos problemas que resultam em 
formulações nas quais uma ou mais variáveis só admitem valores inteiros” e 
considerando que, para estimado número de situações do dia-a-dia das empresas, 
as variáveis de decisão devem restringir-se a soluções inteiras, a solução da PL, 
do artigo de Balakrishnan e Cheng (2000) analisado, foi condicionada a números 
inteiros, para verificar se os resultados se confirmam. 

De acordo com Corrar e Theóphilo (2004)  

pode-se entender a Programação Linear Inteira (PLI) 
como um modelo similar ao da Programação Linear 
(PL), que requer a definição de restrições e de uma 
função objetivo, diferenciando-se, de outra parte, por 
exigir que uma ou todas as variáveis de decisão 
assumam um valor inteiro na solução final. 

Comparativamente, ainda conforme os autores supracitados, (a) o número de 
soluções possíveis para um problema de PL é infinito enquanto que na PLI o 
número de soluções possíveis é finito; (b) na PLI o conjunto de soluções é 
representado por uma área, sendo que na PLI o conjunto de soluções são pontos 
discretos, que representam um subconjunto de soluções possíveis para o 
problema de PL correspondente; e (c) na PLI a solução ótima é sempre inferior 
ou igual à apresentada pelo problema de PL correspondente. 

Assim, formulou-se nova função objetivo restringindo a solução ótima a 
números inteiros. 

Função objetivo: maximizar MCT = 45 P + 60 Q + 36 Px + 50 Qx  
Restrições: 16P + 11Q + 16Px + 11Qx ≤ 2400 para Recurso A 
                   15P + 30Q + 15Px + 30Qx ≤ 2400 para Recurso B 
                   15P +   5Q + 15Px +   5Qx ≤ 2400 para Recurso C 
                   10P +   5Q + 10Px +   5Qx ≤ 2400 para Recurso D 
                                  P ≤ 100 mercado para P 
                                  Q ≤   50 mercado para Q       
                                  Px ≤   50 mercado para Px 
                                 Qx ≤   25 mercado para Qx 
                                 P, Q, Px e  Qx inteiros  

                                Onde todas as variáveis são positivas.   

  



  

Os dados acima foram submetidos ao recurso Solver disponibilizado pelo 
Microsoft Excel, evidenciando no campo das restrições, a restrição relativa a 
números inteiros.  

Na caixa de diálogo Opções do Solver, o campo tolerância foi preenchido com o 
número 0. Esta opção é válida somente para problemas com restrições de número 
inteiro, sendo que atendida esta condição o valor da célula de destino pode 
divergir do valor ideal e, ainda assim, ser considerada aceitável (CORRAR & 
THEÓPHILO, 2004).  

Sequencialmente, ao acionar o comando resolver a função, o recurso apresentou 
a tela com os resultados do Solver, sendo pedidos os relatórios de resposta, 
sensibilidade e limites. No entanto, ao condicionar a solução ótima da PL a 
números inteiros, utilizando o recurso Solver, os relatórios de sensibilidade e de 
limites não são emitidos, conforme mostra a caixa de diálogo vista na Figura 2. 

Os resultados obtidos com essa nova formulação analítica apresentam uma 
margem de contribuição total de $ 6.564, muito próxima àquela apresentada pela 
Programação Linear de $ 6.569, (valor arredondado) visto na Tabela 12, sendo 
que a produção que atende à solução ótima é P = 100, Q = 8, Px = 44 e Qx = 0. 
Observa-se na Tabela 15, resultado diferente da Tabela 12. 

 

 

 

 

 

 

 

Tabela 15. Resolução da PLI (Programação Linear Inteira) utilizando o 
recurso Solver do Microsoft Excel. 

   P Q Px Qx TOTAL 
Quantidade a produzir  100 8,0 44,0 0   
Margem de contribuição 3,00 2,00 2,40 1,67 6.564,00 
  
 
Restrições   P  Q  Px  Qx 

Minutos 
Utilizados

Minutos 
Disponíveis Sobras  

Recurso A  16 11 16 11 2392 2400 8 
Recurso B 15 30 15 30 2400 2400 0 
Recurso C 15 5 15 5 2200 2400 200 
Recurso D 10 5 10 5 1480 2400 920 
Mercado p/ P 100    100 100 0 
Mercado p/ Q  50   8,0 50 42,0 
Mercado p/ Px   50  44,0 50 6,0 
Mercado p/ Qx       25 0 25 25 

  



  

Fonte: Os autores. 

Relativamente à segunda modificação, onde a restrição de minutos para 
processamento foi alterada a função objetivo formulada foi a seguinte: 

Função objetivo: maximizar MCT = 45 P + 60 Q + 36 Px + 50 Qx  
Restrições: 15P + 10 Q + 15Px + 10Qx ≤ 2400 para Recurso A 
                   9,5P + 19Q + 9,5Px + 19Qx ≤ 2400 para Recurso B 
                   15P +   5Q + 15Px +   5Qx ≤ 2400 para Recurso C 
                   10P +   5Q + 10Px +   5Qx ≤ 2400 para Recurso D 
                   P ≤ 100 mercado para P 
                   Q ≤   50 mercado para Q       
                   Px ≤   50 mercado para Px 
                   Qx ≤   25 mercado para Qx 
                   P, Q, Px Qx inteiros  
Onde todas as variáveis são positivas.   

Novamente a restrição de números inteiros para a solução ótima condicionou a 
margem de contribuição total a um valor menor, $ 8.954, vistos na Tabela 16, se 
comparado ao obtido sem tal restrição, que resultou em $ 8.966, (valor 
arredondado), na Tabela 14, sendo que a produção que atende à solução ótima é 
de P = 100, Q = 50, Px = 14 e Qx = 19, conforme vista na Tabela 16. 

 

 

 

 

 

 

Tabela 16. Resolução da PLI (Programação Linear Inteira) utilizando o 
recurso Solver do Microsoft Excel. 

   P Q Px Qx TOTAL 
Quantidade a produzir  100 50 14 19   
Margem de contribuição 3,00 6,00 2,40 5,00 8.954,00 
  
 
Restrições  P Q Px Qx 

Minutos 
Utilizados

Minutos 
Disponíveis Sobras  

Recurso A  15 10 15 10 2400 2400 0 
Recurso B 9,5 19 9,5 19 2394 2400 6 
Recurso C 15 5 15 5 2055 2400 345 
Recurso D 10 5 10 5 1485 2400 915 
Mercado p/ P 100    100 100 0 
Mercado p/ Q  50   50 50 0 
Mercado p/ Px   50  14,0 50 36,0 
Mercado p/ Qx       25 19,0 25 6,0 
Fonte: Os autores. 

  



  

 

3. RESULTADOS 

Como demonstrado na seção anterior, a solução ótima na PLI nos dois exemplos 
foi inferior ao problema de PL correspondente, uma vez que tais resultados 
podem ser considerados um subconjunto do conjunto de soluções possíveis para 
o problema de PL. 

Ao condicionar a formulação analítica da PL a números inteiros, o relatório 
mostra a única solução ótima possível, através do relatório de respostas, emitido 
pelo recurso Solver. Embora confirmando que a maximização do ganho foi 
obtida quando utilizou-se a técnica de Programação Linear Inteira, informações 
sobre a possibilidade de aquisição de recursos adicionais fica prejudicada porque 
não há informação sobre o preço sombra, que determina o ganho relativo à 
aquisição dessas unidades adicionais de recursos. 

No entanto a informação sobre o preço sombra requer cuidadosa análise: (i) na 
proposta de mudança de Balakrishnan e Cheng (2000) para o Cenário 1 de 
Luebbe e Finch (1992) o relatório de sensibilidade trouxe um preço sombra de $ 
0,60 para o recurso A e $ 1,80 para o recurso B, e os autores citam que 
“dependendo do custo, as unidades adicionais do recurso B podem ser 
benéficas”. É importante observar que nenhuma unidade adicional do recurso B 
poderia ser benéfica, uma vez que é o recurso A que se esgota primeiro. Assim 
unidades adicionais de A, num primeiro momento, são as que maximizariam o 
ganho. (ii) na modificação proposta para o Cenário 2, uma vez que é o recurso B 
que é totalmente utilizado antes do recurso A, se fosse possível a aquisição de 
unidades adicionais de B aumentar-se-ia o ganho em $ 2,05, enquanto no recurso 
A aumentaria apenas $ 1,10.  

 

4. CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Reconhecemos, tal qual o artigo analisado, que o uso da PL nos vários estágios 
das cinco etapas da análise da TOC é preferível à análise do valor da margem de 
contribuição do fator limitante por unidade no caso de múltiplas restrições, haja 
vista que a PL possibilitou a maximização do ganho em todas as situações 
exemplificadas. No entanto, a conclusão de que o preço sombra, emitido pelo 
relatório de sensibilidade é um dos elementos que tornam a PL uma técnica de 
análise mais satisfatória se torna inútil, quando o ambiente de comercialização 
impõe como restrição a produção e venda de unidades inteiras. Nesse cenário, a 
Programação Linear Inteira deve ser usada e quando acionado o recurso Solver 
do Microsoft Excel não disponibilizará informações sobre preço sombra.  

Poderia ser dito que o resultado obtido através da PLI é definitivo uma vez que 
satisfez todas as restrições do problema, no entanto no ambiente organizacional a 
habilidade para implementação de decisões pode tornar outras soluções mais 
lucrativas. Uma vez que a solução ótima foi obtida com o uso da PLI, a premissa 
da TOC de elevar as restrições do sistema pode direcionar para outras estratégias 
visando maximização do ganho, como a terceirização da produção, dadas as 
restrições do ambiente produtivo em questão. 
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